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ВСТУП

 Сучасний випускник школи не завжди відповідає вимогам життя, зокрема в таких сферах, як уміння організовувати свою освіту, діяти самостійно в різноманітних критичних ситуаціях. Сучасне ж суспільство характеризується стрімкою зміною темпів життя, технологіями, лавиноподібним зростанням інформації. І освіта, орієнтована на передачу знання, не справляється з цим завданням, оскільки обсяг сучасних знань перевищує можливості цього каналу.

          Актуальність  даної теми полягає в тому, що  потреба в організації та впровадженні системи самоосвітньої діяльності учнів продиктована соціальним замовленням суспільства.

Отже, основну мету моєї роботи я вбачаю в тому, щоб привчити учнів до самостійної роботи над завданнями. Працюючи самостійно, учні, як правило, глибше вдумуються у зміст матеріалу, що опрацьовується, краще зосереджують свою увагу. Тому знання, уміння і навички, набуті учнями в результаті самостійної роботи, бувають міцнішими і ґрунтовнішими. Крім того, в процесі самостійної роботи в учнів виховується наполегливість, увага, витримка та інші корисні якості, так необхідні в наш нестабільний час.
 Одне з найважливіших завдань — навчити учнів читати математичний текст.  Читання мате​матичного посібника потребує максимальної уваги,   міцного   знання всього попереднього матеріалу. У математичному тексті на кожно​му кроці доводиться зустрічатися з різними посиланнями на на​ведені раніше теореми, означення,задачі.  Читати мате​матичний текст треба з олівцем у руках. Уміння  читати математичний   текст   виробляється поступово.
Зрозуміло, що такі самостійні читання урізноманітнюють роботу, підживлюють інтерес учнів до предмету.
Сворений посібник дає можливість учням попрацювати самостійно, а розглянуті приклади допоможуть їм у цій справі. В пригоді стане ця робота і для вчителів  на спецкурсах, консультаціях,уроках.
 
У цьому посібнику здійснюється повторення, систематизація

 матеріалу стосовно функцій, який вивчався в  старшій школі. Важливість цієї теми важко переоцінити,оскільки функція - первинна математична  модель. Тому  функції, їх властивості та графіки, як у явній, так і в неявній формі складають стрижень шкільного курсу математики. Для закріплення викладеного матеріала пропонуються дослідження деяких функцій та побудова їх графіків. Наостанок пропонується вправи для  самостійного виконання.
                              1. Короткі теоретичні відомості.
          Під графіком функції y=f(x) розумію множину всіх точок площини, абсцисами яких є значення аргументу з області визначення функції, а ординатами – значення функції, які відповідають цим значенням аргументу.

Спосіб побудови графіка функції за точками дуже простий швидко приводить до мети, коли функція неперервна і змінюється повільно.

А як бути, якщо функція на деяких проміжках в деяких точках має особливості у своїй поведінці? Найбільш суттєві особливості поведінки функції за таким способом побудови графіка можуть бути і не знайденими.
Тому інший спосіб побудови графіка ґрунтується на аналітичному дослідженні функції, яке дає змогу виявити та вивчити особливості поведінки кривої (точки розриву функції, точки екстремуму, точки перегину, інтервали монотонності, опуклості).

Пропонується така схема досліджень:

1. Знайти область визначення функції.

2. Дослідити функцію на парність, непарність періодичність.

3. Встановити точки розриву і інтервали неперервності функції. Дослідити поведінку функції на межі її області визначення.

4. Знайти асимптоти графіка функції.

5. Знайти точки максимуму і мінімуму функцій, обчислити значення функції в цих точках. Встановити інтервали монотонності функції.

6. Знайти точки перегину графіка функції, обчислити значення функції в цих точках. Встановити напрям опуклості графіка функції на відповідних інтервалах.

7. У разі необхідності уточнення частин графіка треба взяти кілька точок і обчислити значення функції у цих точках.

8. Побудувати графік функції, використовуючи результати дослідження.

             Нехай задано множину Е дійсних чисел. Якщо кожному Х є Е за певними законом поставлено у відповідність одне дійсне число у, то кажуть, що на  множині Е задана (визначена) функція, і записують у=f(x). При цьому х називають незалежною змінною,а у- залежною. Якщо функцію задано аналітично (за допомогою формули) і не вказано області її визначення, то під областю визначення функції розуміють множину всіх дійсних чисел х, для яких аналітичний вираз має зміст і набуває лише дійсних значень.

Серед усієї різноманітності функції виділяють так звані основні елементарні функції. Це такі функції: степенева у=хλ
[image: image1.wmf], показникова у=ах, логарифмічна у=logax, тригометричні у=sin x, y=cos x, y=tg x, y=ctg x обернені тригометричні y=arcsin x , y=arccos x , y=arctg x, y=arcctg x і стала у=с. 

1) Степенева функція, тобто у=хλ, де λ – довільне число.

а) якщо λ – ціле додатне число (λ=n), то функція у= хλ  визначена для х є (- ∞; +∞).

б) якщо λ – ціле від’ємне число (λ= - n), то функція у=х-n=
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 визначена на проміжках (- ∞; 0) і (0; +∞), тобто для всіх х≠0.

в) якщо λ - додатне число (λ =
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), де m і n - натуральні числа,то маємо у=
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, при непарному n областю визначення є множина всіх дійсних чисел R. 

При парному n і непарному m корінь матиме дійсні значення лише для х
[image: image5.wmf]³

0, тому областю визначення буде множина 
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.При парних n і m областю визначення є множина R.

г) Нехай λ - від’ємне дробове число λ= -
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 коли n непарне або m і n обидва парні областю визначення функції є множина Е=(- ∞; 0) U (0; +∞), якщо n - парне, m - непарне, то областю визначення функції є інтервал (0; +∞).

д) якщо λ довільне дійсне число (раціональне або ірраціональне), то степеневу функцію у=хλ вважають означеною для будь-якою додатною х, тобто Е=(0; +∞).

2) Показникові функція - функція вигляду у=ах, де а - довільне додатне число, а≠1. область визначення цієї функції - множина R. 
3) Логарифмічна функція - функція вигляду у=logax, а›0, а≠1. область визначення цієї функції інтервал (0; +∞).
4) Тригонометричні функції: у=sin x,y=cos x,y=tg x,y=ctg x. Областю визначення у=sin x, y=cos x, є уся числова вісь, тобто х є R, функції y=
5) =tg x, х є R, крім 
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k,k  є Z, для функції y=ctg x, х є R, крім х=Пк, К є Z.

6) Обернені тригонометричні функції: у=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx. Область визначення y=arctgx, y=arcctgx, є вся числова пряма, тобто х є R. А у=arcsinx, y=arccosx визначені на відрізку [-1;1].

Основні елементарні функції, а також функції, знайдені за допомогою формул, що містять лише скінченне число арифметичних дій і суперпозиції основних елементарних функцій називають елементарними функціями.

Якщо область визначення функції f1 є множина Е1, а функція f2 - множина Е2, і при цьому Е=Е1  
[image: image11.wmf]Ç

 Е2
[image: image12.wmf]¹

Ø, то множина Е є областю визначення суми, різниці, добутку і частки двох функцій (остання за умови, що f2(x)
[image: image13.wmf]¹

0, для всіх x 
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 Е).
2. Парні, непарні і періодичні функції.

Функцію f(х), визначену на множині Е, яка є симетричною відносно початку координат, називають парною, якщо для будь-якого х є Е f(-х)=f(х), і непарною, якщо f(-х)=-f(х).
Графік парної функції симетричний відносно осі 0у, а графік непарної функції - відносно початку координат. Під час побудови графіків парних та непарних функцій досить накреслити графік функцій у тій частині області визначені, де x
[image: image15.wmf]³

0, а потім продовжити його симетрично відносно осі 0y, якщо функція парна, і симетрично відносно початку координат, якщо функція непарна.

Функцію f(x), визначену на всій числовій прямій, називають періодичною, якщо існує число Т 
[image: image16.wmf]¹

0, таке, що f(x+T)=f(x) для всіх x
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. Число Т при цьому називають періодом функції f(x).
Якщо функція f(x) визначена на множині Е, то вона називається періодичною на цій множині, якщо існує число Т
[image: image19.wmf]¹

0 таке, що х+Т 
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 Е і f(x+T)=f(x) для всіх х 
[image: image21.wmf]Î

 Е.

У разі побудови графіків періодичних функцій досить накреслити графік на проміжку, довжина якого Т, а потім продовжити періодично побудовану частину графіка.

3. Неперервні функції.

Функція y=f(x), визначена в деякому околі х0, називаються неперервною в точці х0, якщо 
[image: image22.wmf]).
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Тобто функція у=f(x) є неперервною в точці х0, якщо виконуються умови:

а) х0 повинна належати області визначення функції, яка має бути визначена не тільки в самій точці х0, але й в деякому околі;

б) функція f(x) повинна мати скінчену границю в точці х0:

[image: image23.wmf] lim f(x)=A,
x(x0
в) ця границя A повинна дорівнювати значенню функції в точці х=х0, тобто f(x0)=A.

Якщо функція f(х) визначена в деякому околі точки х0, крім можливо, самої точки х0, але в цій точці не виконується принаймні одна з умов неперервності, то х0 – точка розриву функції.

Розрізняють точку розриву І роду, такі, для яких існують скінченні односторонні границі 
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 і точки розриву другого роду – всі інші.

Якщо f(x) i φ(х) неперервні в точці х0, то в цій точці є неперервними функції (остання за умови, що φ(х) ≠0), f (х)± φ(х), f (х)  φ(х), 
[image: image26.wmf].
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Функція f називається неперервною в інтервалі (а,в) скінченому чи нескінченному якщо вона неперервна в кожній точці цього інтервалу.

4. Асимптоти.

Пряму лінію називають асимптотою кривої у=f (х), якщо відстань точки М, яка належить кривій, до цієї прямої прямує до нуля при русі точки М уздовж якої – не будь частини кривої у нескінченність. Розрізняють три види асимптот: вертикальні, горизонтальні та похилі.

а) якщо lim f(x)=∞, або lim f(x)=∞, то пряма х=х0 є вертикальною асимптотою 

х→х0-0

   х→х0+0

заданою кривої.

б) якщо lim f (x)=A (або при х→-∞), то пряма у=А 
      х→+∞         
є горизонтальною асимптотоюкривої у=f(х).

в) якщо існують границі lim 
[image: image27.wmf]х

 

f(x)

= K i lim [f(x)-Rx]=в(або х →-∞),то
                                           х→+∞            х→+∞
 пряма у=RX+в є похилою асимптотою, правою при х→+∞ і лівою при х→ - ∞. 
Горизонтальну асимптоту можна дістати як частинний випадок похилої асимптоти при R=0. 
5. Екстремуми функції.

Функція у=f (х), яка задана на деякому проміжку, має максимум (мінімум) у внутрішній точці х0 цього проміжку, якщо існує окіл (х0-δ; х0+δ) цієї точки такий, що для всіх х є (х0-δ; х0+δ), х≠х0 виконується нерівність f(x)<f(x0) (f(x) > f(x0)).

Максимум і мінімум функції в точці називають екстремумом функції в цій точці. В точках екстремуму похідна функції f ' (х) дорівнює 0 або не існує.

Точки в яких перша похідна функції дорівнює нулю, нескінченності або не існує, але функція є неперервною в них, називають критичними.

Визначивши критичні точки, потрібно кожну з них дослідити за допомогою достатніх умов існування екстремуму.

Перша достатня умова .Нехай функція у=f (х), диференційована в околі точка х0, за винятком, можливо, точка х0, в якій функція f (х), неперервна. Якщо при переході точки через точку х0 похідна f ' (х) змінює знак, то в точці існує екстремум функції, причому максимум, якщо f ' (х) змінює знак з плюса на мінус, і мінімум, якщо похідна знак з мінуса на плюс.

Друга достатня умова .Нехай у=f (х) диференційована в околі своєї критичної точки х0, а в самій точці х0 має похідну другого порядку. Якщо f '' (х0)>0, то функція в точці х0, має мінімум, якщо f '' (х0)<0, то – максимум.

Але якщо f '' (х0)=0, то другу достатню умову використовувати не можна.

Пропонуємо таке правило дослідження функцій на екстремум:

а) знайти першу похідну заданої функції f ' (х).
б) розв’язати рівняння f ' (х)=0, а також визначити ті значення х1 при f ' (х) не існує або f ' (х)=∞; 

в) інтервали неперервності функції розбити критичними точками на відповідні проміжки (інтервали монотонності функції) всередині яких взяти довільну точку і встановити в цій точці знак f ' (х) (похідна зберігає у кожному інтервалі між двома сусідніми критичними точками);
г) розглянути знаки f ' (х) у двох сусідніх інтервалах, переходячи зліва направо від першого інтервалу до останнього .Якщо f ' (х)>0 ( f ' (х)<0), то функція зростає (спадає) в цьому інтервалі. Якщо при такому переході знаки f ' (х) у двох сусідніх інтервалах різні, то екстремум у критичній точці існує: максимум, якщо знак змінюється з плюса на мінус; мінімум – якщо з мінуса на плюс. Якщо у двох сусідніх інтервалах знак f ' (х) зберігається, то екстремум в розглядуваній точці не існує;

д) знайти значення функції в точках максимуму і мінімуму.

6. Опуклість графіка функції і точки перегину.

Графік диференційованої на інтервалі (а;в) функції у=f (х) має на цьому інтервалі опуклість, яка напрямлена вгору (вниз), якщо він летить у межах вказаного інтервалу не вище (не нижче) будь – якої своєї дотичної.

Достатньою умовою опуклості вгору (вниз) графіка функції (якщо функція всюди на інтервалі (а;в) має скінчену другу похідну) є виконання нерівностей f '' (х)<0, ( f '' (х)>0), при а<х<в.

Точку М0(х0, у0) графіка функції у=f (х), в якій існує дотична, називають точкою перегину цього графіка, якщо є такий окіл точки (х0 -δ, х0 +δ) в межах якого графік функції у=f (х), зліва і справа від х0 має різні напрями опуклості.

Точка  (х0;  f (х0)), для якої або f '' (х0)=0, або f '' (х0) не існує (тобто критична точка ІІ роду) є точкою перегину, якщо f '' (х) змінює знак при переході через х0. 

Дослідження за другою похідною можна провести по тій самій схемі, що й дослідження за першою похідною змінюючи в пункта а), б), в), “f ' (х)” на “f '' (х)” а пункт г) буде таким:

г) розглянути знак f '' (х) у двох сусідніх інтервалах, переходячи зліва направо від першого інтервалу опуклості до останнього.

Якщо f '' (х)>0, то графік функції у цьому інтервалі опуклий вниз, а якщо f '' (х)<0- опуклий вгору. Якщо при такому переході знаки f '' (х) у двох сусідніх інтервалах різні то критична точка ІІ роду, є точкою перегину графіка функції.

У точках перегину дотична перетинає криву.

Для знаходження точок перегину графіка функції з віссю 0у, покласти х=0 та знайти відповідне значення функції f (0), з віссю 0х – покласти у=0 та знайти відповідні значення аргументу “х”.
3. Дослідження деяких функцій та побудова   їх  графіків
Наведемо кілька прикладів повного дослідження функції та побудови їх графіків.

а) f(x)=3x5-5x4+4. 

1) Функція означена і неперервна на всій числовій прямій, точок розриву та вертикальних асимптот неперервна функція не має.

2) Оскільки f (-x)( f(x)     f (-x) ( - f(x)      f(x+T) ( f (x) для будь-якого х( R і Т( 0, то задана функція не є ні парною, ні непарною, ні періодичною.

Знайдемо lim f (x): lim x5(3-5/x + 4/x5) = + ∞; lim x5(3-5/x + 4/x5) = - ∞;

                       x→± ∞    x→∞



x→-∞

Оскільки R=lim f(x)/x    lim x4(3-5/x + 4/x5) = + ∞;
   

   x→± ∞     x→± ∞    

то похилих (і вертикальних) асимптот немає.

5) Знайдемо першу похідну

f ' (х)=15x4-20x3=5x3(3x-4)

f ' (х)=0, x1=0;  x2=4/3.
інтервали монотонності функції :(- ∞;0); (0; 4/3); (4/3; + ∞).

У кожному з наведених інтервалів похідна не перетворюється в нуль і, будучи неперервною, зберігає знак: у першому – плюс, другому – мінус, у третьому – плюс. У цьому можна переконатись, якщо візьмемо в кожному інтервалі довільну точку х і обчислимо знак першої похідної:

f ' (-1)=5 (-1)3(-3-4)>0

f '(1)=5(3-4)<0

f ' (2)=5·23(6-4) >0.
Послідовність знаків така: “+”, “-”, “+”. Це означає, в інтервалі (-∞;0) функція зростає, в інтервалі (0; 4/3) – спадає, в інтервалі (4/3; +∞) – зростає. Схематично, це зобразимо так:

    +                 -                    +

(-∞;0);       (0; 4/3);       (4/3; +∞).


Х1=0, х2=4/3 належать області визначення функції тобто функція має два екстремуми. У точці х1= 0 має максимум у max=f(0)=4, в точці х2=4/3 – мінімум у min= f (4/3) ≈ 1 
6) Знаходимо другу похідну:

f '' (х)=(15х4-20х3)'=60 х3- 60 х2=60х2(х-1). Вона існує і неперервна на всій дійсній осі. Критичні точки другого роду: х1=0, х3=1. Ці точки розділяють області визначення на інтервали:  (-∞;0); (0; 1); (1; + ∞).

У кожного з цих інтервалів друга похідна скінчена і зберігає знак. У перших двох інтервалах друга похідна набуває від’ємних значень, а в третьому– додатніх:

f '' (-1)=60(-1-1) < 0
f '' (1/2)= 60·1/4·(1/2-1) <0.

f '' (2)=60 · 4 (4-1) > 0;

тобто в інтервалах (-∞;0); (0; 1) графік функції опуклий вгору, а в інтервалі (1; + ∞) – опуклий вниз. 

Оскільки f '' (1)=0 і при переході через х = 1 похідна f '' (х) змінює знак, то х=1 – точка перетину графіка функції. Значення функції у цій точці f (1)=3-5+4=2.
7)Додаткові точки  х= - 1, у = - 4  х=2,у=2



8) Будуємо графік рис. 1.




1) 11111111Функція визначені 1)Функція визначена і неперервна при х є R,крім х= 1.
2) Область визначення функції не є симетричною відносно початку координат, тому функція не є ані парною, ані непарною, не є періодичною.

3) В точці х=1 функція має нескінчений розрив, причому 
[image: image28.wmf].
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Пряма х=1 – вертикальна асимптота. 

Визначимо граничні значення функції при 
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4) Знайдемо асимптоту: y=kx+t, де
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[image: image32.wmf].
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Отже, y=x-1 – похила асимптота.

5) Знайдемо першу похідну:
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Критичні точки х1=0, х2=2 (х=1 не належить області визначення х, тому вона  не є критичною).

Область визначення функції розділимо критичними точками і дістанемо інтервали монотонності цієї функції: 
[image: image34.wmf]).

;

2

(

);

2

;

1

(

);

1

;

0

(

);

0

;

(

¥

+

-¥


У першому і останньому інтервалах функція зростає, а у другому і третьому спадає, тому що 
[image: image35.wmf];

0

)

3

(

;

0

)

(

;

0

)

(

;

0

)

1

(

2

3

2

1

>

¢

<

¢

<

¢

>

-

¢

f

f

f

f


інтервали монотонності функції
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	(0; 1);
	(1; 2);
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у точці х1=0 функція має максимум ymax=f(0)= -2,
у точці х2=2 функція має мінімум ymin=f(2)=2.
6) Знайдемо другу похідну:
рис. 2
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Критичних точок ІІ роду немає, тому що х=1 не входить в область визначення функції. Інтервали опуклості функції співпадають з інтервалами неперервності функції (-
[image: image39.wmf]¥

; 1); (1; +
[image: image40.wmf]¥

).

Для х<1, 
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 графік функції опуклий вгору;

для х>1, 
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 – опуклий вниз.

7) Графік функції на рис.2.

в) 
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1) Область визначення 
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2) Функція не є ні парною, ні непарною, ні періодичною.

3) х= -1 – точка розриву ІІ роду, оскільки 
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Пряма х= -1 – вертикальна асимптота.

З рівності 
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 випливає, що y=1 – горизонтальна асимптота.

4) Похилих асимптот немає, тому що є горизонтальна, яка знайдена раніше.

5) Визначимо першу похідну:
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Критичною точкою є х=1 (х= -1 не належить області визначення). Однак знайдена точка х=1 не є точкою екстремуму, тому що функція зростає в інтервалах (-
[image: image49.wmf]¥

; 1) і (1; +
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).

6) Знайдемо другу похідну заданої функції:
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Критичні точки ІІ роду: х1=1, х2=3.

Інтервали опуклості (-
[image: image52.wmf]¥

; -1); (-1; 1); (1; 3); (3; +
[image: image53.wmf]¥

)

Точки перегину графіка функції х1=1, х2=3. 

Значення функції в цих точках відповідно y1=0, y2=
[image: image54.wmf]8
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7)Точкою перегину

 графіка функції   з віссю Оу є(0; -1), а з віссю Ох – (1; 0).

8) Використовуючи 
результати дослідження будуємо графік функції       (рис.3).

рис.. 3
г) 
[image: image55.wmf].
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1) Функція визначена і неперервна при всіх x є R.

2) Оскільки 
[image: image56.wmf])
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, то функція парна, тому можна обмежитися дослідженням функції на проміжку [0; +
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). Графік функції є симетричним відносно осі ординат.

3) На проміжку [0; +
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) функція неперервна і набуває лише від’ємних значень, тому що 
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Тобто 
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 і тому у=0 є горизонтальною асимптотою.

4) Інших асимптот графік функції не має.

5) Знайдемо першу похідну:
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Оскільки 
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 (х>0) і функція зростає на інтервалі (0; +
[image: image66.wmf]¥

).

6) Дослідимо функцію за другою похідною, яка існує на всьому інтервалі (0; +
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).
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Бачимо що друга  похідна від’ємна для всіх х з інтервалу (0; +
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1) Функція визначена і неперервна на всій числовій прямій.
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Побудувавши графік функції на проміжку (0; +
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4. Вправи для самостійного опрацювання

Побудуйте графіки вказаних нижче функцій визначивши для кожної з них область визначення точки розриву, точки екстремуму, інтервали зростання і спадання, точки перегину графіка, асимптоти графіка.

1) у = х2-5х+6                                    12) у = 
[image: image107.wmf]4

4

х

+
[image: image108.wmf]3

3

х

 - х2;
2) у = 1-2х2-
[image: image109.wmf]3

3

х

                                13) у = 
[image: image110.wmf]2

4

х

х

-

;
3) y  = х2-5х+6                                    14) у = х2(х-2)2;
4) у =  х4-2х2- 3;
[image: image111.wmf]                                15) у = 
[image: image112.wmf]3

3

x

+ х2;
5)  у =  -х4+2х2-+3;
[image: image113.wmf]                             16) у = 
[image: image114.wmf])

2

2

(

-

+

x

x

3;
6) у = 
[image: image115.wmf])

1

(

1

+

х

х

;                                   
[image: image116.wmf]1

5

2

)

17

-

+

+

=

x

x

x

y


7)у = 2cos x + x;                                       
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Висновок

Розглянуті у роботі загальні відомості  про функції ,побудову графіків функцій дадуть можливість здійснювати повторення, систематизацію матеріалу,що вивчається в старшій школі. Розглянуті різноманітні цікаві приклади  стануть у пригоді тим ,хто хоче поглибити свої знання, дасть можливість справитись із запропонованими завданнями. Працюючи самостійно,   учні глибше зрозуміють зміст матеріалу, що опрацьовується. Тому знання, уміння і навички, набуті учнями в результаті  роботи, будуть  міцнішими і ґрунтовнішими. Крім того, в процесі самостійної роботи в учнів виховується наполегливість, увага, витримка та інші корисні якості, так необхідні в наш нестабільний час.  Читання мате​матичного посібника потребуватиме максимальної уваги,   міцного   знання всього попереднього матеріалу. У математичному тексті на кожно​му кроці доводиться зустрічатися з різними посиланнями на на​ведені раніше теоремами, означеннями,  функціями,їх графіками. Вироблятиметься уміння  читати математичний   текст   .
Зрозуміло, що такі самостійні читання урізноманітнюють роботу, підживлюють інтерес учнів до математики .
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